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Predstavljamo ofiurido, manj znano ravninsko krivuljo, ki jo je prvi obravnaval D.
Uhlhorn na zacetku 19. stoletja. Ofiurida je mnozica tock, ki jih dobimo s preprostim
geometrijskim postopkom, je pa tudi nozis¢na krivulja parabole, inverzna slika hiperbole
ter cisoida premice in kroznice. Pokazali bomo, da z ofiurido lahko resujemo nekatere
kubi¢ne enacbe.

OPHIURIDE

We introduce the ophiuride, a lesser-known planar curve, first discussed by D. Uhlhorn
at the beginning of the 19th century. An ophiuride is a set of points obtained by a simple
geometric procedure, but it is also a pedal curve of a parabola, the inverse of a hyperbola,
and the cissoid of a line and a circle. We will show that the ophiuride can be used to solve
some cubic equations.

Uvod

Nemski samouk in iznajditelj Diedrich (tudi Diederich) Uhlhorn (1764-1837)
je ze v delavnici svojega oceta, mizarja, in kasneje v svoji poklicni karieri po-
kazal velik talent za izdelavo mehanskih in opti¢nih naprav. Samostojno se
je naucil toliko matematike, da je lahko zacel studirati krivulje. D. Uhlhorn
je opazoval na delujocih strojih gibanje tock, ki opisujejo razne krivulje.
Verjetno so bile le-te navdih, da je leta 1809 objavil knjigo [5], v kateri je
precej natan¢no obravnaval ve¢ ravninskih krivulj, ki jim je dal tudi imena,
jih zapisal v pravokotnih kartezi¢nih koordinatah in dognal njihove glavne
lastnosti, pri ¢emer je uporabljal tudi odvod. Za nekatere krivulje je izde-
lal in na koncu knjige objavil nacrte orodij, s katerimi bi te krivulje lahko
nacrtovali.

D. Uhlhorn v svoji knjigi na prvem mestu obravnava ravno ofiurido
in njeno uporabo ter opiSe orodje za njeno nacrtovanje. Posveti ji kar 40
strani. Besedo ofiurida izvaja iz grskih besed 6fis, kar pomeni kaca, v nem-
§¢ini Schlange, in ourd, kar pomeni rep, v nems¢ini Schwanz. Iz tega je
za ofiurido D. Uhlhorn sestavil nemsko besedo Schlangenschwanzlinie, kar
pomeni dobesedno kacjerepa c¢rta, lepsSe in krajse kacjerepnica.
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D. Uhlhorn uporablja ofiurido tudi za resSitev anti¢nih problemov pod-
vojitve kocke in tretjinjenje kota. Anti¢ni matematiki so sicer uporabljali
nekaj krivulj za reSevanje teh dveh problemov, ni pa videti, da bi poznali
tudi ofiurido. Vse kaze, da je bil D. Uhlhorn prvi, ki se je kar natanc¢no
ukvarjal z njo (glej [2]). Nacrtovanje z njegovim orodjem pa nas Se najbolj
spominja na znano Platonovo reSitev problema podvojitve kocke z dvema
kotnikoma, o ¢emer je nekaj napisanega v [3].

Ofiurida je ravninska krivulja, ki jo dolo¢ajo trije podatki: premica p,
izbrana tocka O na p in izbrana tocka A, ki ni na p. Premica p in tocki O
ter A so za izbrano ofiurido stalnice.

Slika 1. Konstrukcija tocke na ofiuridi.

Oglejmo si, kako najenostavneje konstruiramo posamezne tocke T na
ofiuridi, ki jo dolo¢ajo p, O in A. Najprej na p izberemo to¢ko M in kon-
struiramo premico ¢ skozi A in M. Nato konstruiramo v M pravokotnico
r na ¢, nazadnje pa Se pravokotnico s skozi O na r. Premici ¢ in s sta
vzporedni.

Premici r in s se sekata v tocki T'. Ko tocka M pretece p, tocka T

opiSe krivuljo, ki jo zaradi njene oblike imenujemo ofiurida. Del krivulje
ima obliko zanke (slika 1).

Analitiéna obravnava ofiuride

Tako kot D. Uhlhorn bomo ofiurido obravnavali z metodami analiticne ge-
ometrije. Dodali pa bomo Se marsikaj, kar mu ni bilo znano. Vpeljemo
pravokotni karteziéni koordinatni sistem Oxy. Vlogo premice p bo igrala os
x, vlogo tocke O koordinatno izhodisce, tocka A(a,b) pa naj bo v prvem
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kvadrantu. Pozitivni Stevili a in b ofiurido v koordinatnem sistemu Ozy
natancno dolocata.
Pravokotna projekcija tocke A na os z je tocka A’(a,0), na ordinatno os

pa tocka A”(0,b). Tocka A je od O oddaljena za ¢ = Va? + b2.
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Slika 2. Ofiurida v koordinatnem sistemu.

Vpeljemo relativno absciso 7 tocke M glede na A’, tako da je M (a+T,0).
Brez tezav zapiSemo enacbe premic g, r in s:

b
qg:y=-——(zr-a-1), r:yzz(:v—a—T), s:y=-——mx.
T b T

Tocka T na ofiuridi je presek premic r in s in ima koordinati

(a+7‘)7’2 bla+7)T
T =55 YIr=—"—"F5 5
b2 + 72 b2 + 72

Da bi ofiurido ¢im lepse parametrizirali, vpeljemo z relacijo 7 = —bt stevilski
parameter ¢ in dobimo:

~(a-bt)t?
o142

(a—-bt)t
z(t) y(t) = e (1)
To sta parametri¢ni enacbi ofiuride. Takoj opazimo, da |z(t)| - oo in y(t) —
-b, ko [t| » oo. To pomeni, da je y = —b vodoravna asimptota ofiuride. Ko
parameter ¢t naras¢a od zelo velikih negativnih vrednosti proti 0, tocka T
potuje v cetrtem kvadrantu, njena abscisa se manjsa, ordinata pa doseze
nekje najmanjso vrednost, ki jo bomo kasneje izrac¢unali. Za t < —b/a poteka
ofiurida pod svojo asimptoto, za t = —b/a jo preseka v tocki B(b?/a,-b),
za —bla < t < 0 pa poteka nad asimptoto in za t = 0 doseze koordinatno
izhodisée O. V cetrtem kvadrantu ima ofiurida tudi prevoj. Za t = a/b
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doseze T se enkrat tocko O, za t € [0,a/b] opiSe v negativni smeri v prvem
kvadrantu zanko, katere velikost je odvisna od razmerja konstant a in b. Ko
t narasca od a/b prek vseh meja, potuje T po tretjem kvadrantu in se od
zgoraj priblizuje asimptoti ofiuride.

Iz enac¢b (1) vidimo, da velja zveza z:(t)/y(t) = t. Z izlo¢itvijo parametra
t najdemo implicitno enacbo ofiuride:

y(2® +y?) = 2(ay - bx). (2)

Ofiurida je algebrska krivulja tretje stopnje in je dolo¢ena s konstantama
a in b. Ker se jo da parametrizirati z racionalnima funkcijama, je racionalna
krivulja. D. Uhlhorn je njeno implicitno enac¢bo nasel, ni pa se ukvarjal z
njeno parametrizacijo. Enacba (2) je kvadratna za spremenljivko z, ki se jo
da izraziti z y. D. Uhlhorn je vztrajal pri tem in nasel ve¢ lastnosti ofiuride.
Videli bomo, da se jo da lepo obravnavati v parametri¢ni obliki.

V enacbi (2) pravzaprav lahko dovolimo tudi negativne konstante a ali
b. Iz ofiuride s konstantama |a| in |b| dobimo ofiuride za vse primere s
preprostimi transformacijami, in sicer: za a > 0 in b < 0 z zrcaljenjem c¢ez os
x,zaa<0inb> 0z zrcaljenjem Cez os y ter za a < 0in b < 0 z zrcaljenjem cez
koordinatno izhodisce (slika 3). To ustreza izbiri tocke A glede na premico p
in tocko O na njej (slika 1) oziroma postavitvi tocke A v ustrezen kvadrant.

Yy Y
a>0,b>0 T T
a>0,b<0
y Yy
a<0,b>0
€ a<0,b<0 xr

Slika 3. Ofiurida in predznaka konstant a in b.
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Kaj pa, ¢e dovolimo, da je v enacbi (2) katera od konstant a in b enaka
0?7 Za a = b = 0 dobimo kar abscisno os, y = 0. Za a =0in b # 0 pa
22(y +b) = —y3, kar je enacba Dioklove cisoide, ki ima v tocki O ost z
navpicno tangento in ne zanke ter vodoravno asimptoto y = —b. Ugotovitvi
nista v nasprotju z definicijo ofiuride v Uvodu.

Za a # 0 in b = 0 dobimo iz enacbe (2) enacho y(z? +y? —ax) = 0, ki
predstavlja unijo premice y = 0 in kroznice x2 + 3% — ax = 0 s srediséem v
tocki S(a/2,0) in polmerom p = |a/2. Tudi ta ugotovitev ni v nasprotju
z uvodno definicijo ofiuride. To¢ka A # O v tem primeru lezi na premici
p (slika 1). Za M # A dobimo vse tocke T na p. Za M = A pa je treba
uposStevati vse premice g skozi A, vse pravokotnice r skozi A na ¢ in vse
pravokotne projekcije tocke O na r. S tem dobimo tocke T', ki lezijo na
kroznici s srediséem v srediséu daljice OA in polmerom p = |OA|/2.

Zato lahko brez skode za sploSnost obravnavamo samo primer a > 0 in
b > 0. Za zelo majhne x in y v (2) prevlada desna stran. To pomeni, da
je priblizek ofiuride tedaj krivulja x(ay — bx) = 0, ki pa razpade na premici
x =0 in ay = bz, ki sta tangenti na ofiurido v njeni dvojni toc¢ki O. Prva
poteka skozi O in A”, druga pa skozi O in A (slika 4).

A/

Slika 4. Tangenti na ofiurido v njeni dvojni tocki.

Parametri¢na oblika ofiuride je primerna za izracun ploséine S(a, b) lika,
ki ga omejuje njena zanka. Uporabimo formulo

S0 =+ [ @i -y

v kateri je s piko oznacen odvod po parametru t. Predznak minus stoji pred
integralom zato, ker tocka T'(x(t),y(t)) opiSe zanko v negativni smeri, ko ¢
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teCe po integracijskem intervalu. Po daljSem ra¢unu dobimo:

a/b tQ(a bt)? 1 a 3ab c
Sa,b) = = / dt = = (a? - 3b%) arctg £ + 2% — abln <,
(@.0) =3 ez e Jarctgy + = —ablng
kjer je ¢ = Va2 +b2. V posebnem primeru a = 0,0 # 0 je S(0,b) = 0, kar
ni presenetljivo, saj ofiurida, ko a — 0 pri b # 0, preide v Dioklovo cisoido,
zanka ofiuride pa se stisne v tocko.

Ofiurida kot cisoida premice in kroZnice

Tocko O pravokotno projicirajmo na premico ¢ (slika 5). Dobimo tocko
P, premico skozi O in P pa oznacimo z n. EnaCba premice n je by = 7.
Preprost racun pokaze, da ima tocka P koordinati

b (a+7) _br(a+T)

Tp=——ty Yp = :
b2+ 72’ b2 + 72

Ni tezko videti, da koordinati tocke P zadoScata enacbi kroznice
3r:2+y2 = ax + by,
ki je ofrtana pravokotniku OA’AA”. Njeno sredisce je v tocki S(a/2,b/2),

polmer pa ¢/2. Ko te¢e M po premici p, tete P po tej kroznici. Premica n

preseka premico y = b v tocki Q(b%/7,b). Za vektor QP v standardni bazi

dobimo
N 2 _ 12 _p2
Op - b*(at b)7b(a7' b) .
T(b2+72) " b2 +72

Ce vpeljemo nov stevilski parameter o z relacijo o7 = b, dobimo

= ((a ~bo)o? (a- ba)a) .

P
@ 1+02 7 1+o02

_

Na premici n dolo¢imo tocko T” tako, da velja OT' = 6_275 To pa pomeni,
da T" tece po ofiuridi, ko M tece po premici p. Ofiurida (2) je torej v smislu
definicij v [1, 4] cisoida premice y = b in kroznice z% + y* = az + by.

Do enakega rezultata pridemo tudi, ¢e ofiurido (2) zapiSsemo v polarnih
koordinatah: r = acos + bsinp — b/ sin ¢.

6 Obzornik mat. fiz. 69 (2022) 1
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Slika 5. Ofiurida in kroZnica.

Ofiurida kot noziséna krivulja parabole

Ko spreminjamo to¢ko M po premici p, premice r ogrinjajo neko krivuljo.
Poiséemo jo po standardnem postopku. Enoparametri¢na druzina premic r
je dana z enacho

F(z,y,7)=by—-71(x-a-7)=0.

Njihovo ogrinjaco, ovojnico ali envelopo dobimo, ¢e iz sistema enacb
oF
F($7y77—) =0, E(x)yaT) =0
izlo¢imo parameter 7. Rezultat je preprost. Iskana ogrinjaca je parabola
4by = (z - a)>. (3)

Njeno teme je tocka A’(a,0), gorisce je tocka A(a,b), vodnica v pa asimptota
ofiuride. Tocke T so pravokotne projekcije ali noziséa tocke O na tangente
te parabole. To pomeni, da je ofiurida nozis¢na krivulja parabole glede na
totko na njeni temenski tangenti (slika 6).

V kateri tocki Ty(zg,yo) se ofiurida in parabola dotikata? Da bi odgo-
vorili na to vprasanje, moramo resiti sistem enacb (2) in (3). Ko izlo¢imo
neznanko y, dobimo (22 - 3az? + (3a% + 8b%)x — a®)? = 0. Resiti je treba ku-
bi¢no enacbo 3 - 3ax? + (3a® +8b%)x —a® = 0, ki se po uvedbi nove neznanke
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Slika 6. Ofiurida in parabola.

€ = x — a prevede v enostavnejso: &3 + 8b*¢ + 8ab? = 0. Po Cardanu dobimo
realen koren

& = ? (€/4b2(5 ~3av/3) - V/4b2(5 + 3a\/§)) ,

pri cemer je § = V/27a2 +32b2. Iskana tocka je torej Ty(&o + a,&2/(4b)).
Izkaze se, da je ta toCka na zanki ofiuride od njene dvojne tocke O najbolj
oddaljena.

Premica r se parabole dotika v tocki D(a + 27,72/b). Pravokotna pro-
jekcija dotikaliséa D na vodnico v parabole je D'(a + 27,-b) in premica 7,
tangenta na parabolo v D, je simetrala daljice AD’. To lastnost lahko iz-
koristimo za konstrukcijo kubi¢nega korena z metodo prepogibanja papirja,
kar bomo naredili na koncu prispevka.

Ofiurida in hiperbola

2

Kaj dobimo z inverzijo ofiuride (2) na kroznici 22 + 4% = a?? Inverzija na

taki kroznici je preslikava

2 2
L:(z,y)»—>(a$ @y )

22 + 2" 12 + g2

8 Obzornik mat. fiz. 69 (2022) 1
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Ko jo uporabimo v enacbi ofiuride in dobljeni izraz poenostavimo, dobimo
enacbo azxy — bx? = a?y, iz katere sledi

ba? bx ab
y=—2 2y P
a(r-a) a r-a

Iskana krivulja je stoznica, in sicer hiperbola z asimptotama
i €
r=ain y=—+b.
a

Presecisce asimptot je sredisce Sp,(a,2b) hiperbole (slika 7).

Slika 7. Ofiurida in hiperbola.

Posevna asimptota hiperbole je vzporedna tangenti na ofiurido v tocki
O. Inverzija ¢ seveda preslika hiperbolo nazaj v ofiurido. Kaj pa asimp-
toti? Navpi¢na asimptota se preslika v kroznico z°
v tocki S1(a/2,0) in polmerom g; = a/2 in se dotika navpicne tangente na
ofiurido v O, posevna pa v kroznico b(z? + %) = a®y — abz s sredidéem v
tocki Sa(a/2,a?/(2b)) in polmerom g = ac/(2b). Ta kroznica se v O do-
tika posevne tangente na ofiurido v O. SrediS¢e S, lezi namre¢ na premici
by = —ax, ki je pravokotna na poSevno tangento na ofiurido v O. Opazimo
tudi, da je prvi polmer odvisen le od konstante a.

Obe kroznici, inverzni sliki asimptot hiperbole, sta tudi pritisnjeni kro-
znici na ofiurido v tocki O. Kako to vidimo? V tocki, ki jo dolo¢a parameter
t, je krivinski polmer

+y% = ax s srediséem

1-14 9
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(1) - (@2(t) +92(1))*?  (a® - dabt + 4b*2 + b**)?/?
PRZ @0 - 2(0)g(0)]  2la — 3abt + 3622 + abt?]
Zat=01int = a/b res dobimo

(4)

a ac
= = -_— = b = —_—
01 = p(0) 5 02 p(a/ ) %

To ni ni¢ ¢udnega in je v soglasju s tisto lastnostjo inverzije na kroznici,
ki pravi, da inverzija ohranja kote med krivuljami. Ofiurida s pritisnjenima
kroznicama v O vred se z inverzijo preslika v hiperbolo in njeni asimptoti.
Asimptoti sta tangenti na hiperbolo v neskonénosti.

Ekstremne tocke in prevoj ofiuride

Kje ima ofiurida ekstremne tocke? Katere tocke na njej imajo lokalne ek-
stremne ordinate, katere lokalne ekstremne abscise? Odgovor se skriva v

odvodih funkcij v (1):

, t(2a — 3bt - bt?) a - 2bt - at?
e e T I (O N CPE)S

Najlaze je poiskati ¢ za ekstremni ordinati, v katerih je ¢(¢) = 0. Resitvi
kvadratne enacbe at? +2bt —a = 0 sta t15 = (=b £ ¢)/a, iz katerih dobimo

tocki ) )
Y((c—b) ’c—b)7 Z((c+b) _c+b).

2a 2 2a 2

Tocka Y ima najvecjo ordinato na ofiuridi, tocka Z pa najmanjSo. V teh
dveh tockah je tangenta na ofiurido vodoravna (slika 8).

Teze pa je najti na ofiuridi tocko X z lokalno ekstremno absciso. Ce
postavimo #(t) = 0, dobimo ¢ = 0 za dvojno tocko O, v kateri ima abscisa
ofiuride najmanjso vrednost, ¢e upostevamo samo lok od Z do Y, netrivialno
resitev na zanki pa dobimo, ¢e resimo kubiéno enacbo bt3+3bt—2a = 0. Njeno
edino realno resitev tg izrazimo po Cardanu:
afatc sfa-c

b b
Da bi izracunali X (z(to,y(to)), izkoristimo zvezo bt + 3btg — 2a = bto(13 +
1) -2(a-bty) =0, iz ¢esar takoj sledi

to =

_tola—bty)  bt]
o1+ 2

bty 3bto

, 2(to) =toy(to) = S T

y(to) 5
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Lokalno najve¢jo absciso ima torej ofiurida v tocki

X(a—g(f/(a+c)bg+f/(a—c)b2),%<€/(a+c)2b+ f/(a—c)gb)—b).

az + 3by = a®

Slika 8. Lokalno ekstremne tocke in prevoj ofiuride.

V prevoju W ofiuride je njena ukrivljenost, to je obratna vrednost kri-
vinskega polmera p(t), enaka 0. To pomeni, da mora v prevoju parameter ¢
zadoscati enacbi a? — 3abt + 3b%t% + abt® = 0. Te enacbe ne bomo resevali, pac¢
pa bomo upostevali, da v vsaki tocki T'(x,y) velja z/y = t. To uporabimo v
zgornji enachi, ki jo poenostavimo v aba®+3b2x2y—3abxy®+a’y> = 0, iz (2) pa
izrazimo y® = axy—ba®—x2y. Iz obeh enacb dobimo z(bxr—ay)(az+3by—a?) =
0. Enacba razpade na tri: z =0, bz —ay = 0 in az + 3by — a® = 0. Prvi dve
nam dasta tocko O, kjer ni prevoja. Prevoj ofiuride je potemtakem na pre-
mici az +3by = a®. Za koordinati prevoja W dobimo kubiéni enacbi, katerih
realni reSitvi se izrazata precej zapleteno.

Ofiurida, kubi¢ne enacbe in tretjinjenje kota

7 ofiuridami lahko resujemo tudi kubi¢ne enaCbe z realnimi koeficienti in
posledi¢no tudi tretjinimo kote. Znano je, da lahko vsako kubi¢no enacbo s
premikom neznanke pretvorimo v obliko

y> +py+q=0. (5)

Ce preoblikujemo enacbo ofiuride (2) v kubiéno enaébo glede na y, tudi
dobimo tako obliko:
y® + (2 - ax)y + ba® = 0. (6)
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S primerjavo koeficientov v ena¢bah (5) in (6) dobimo p = 2% — ax, ¢ = bz’
Ce sta p in ¢ realna koeficienta, izberemo primeren xy # 0 in dolo¢imo
konstanti ofiuride:
a=—, b= %
Zo T
Nag¢rtamo ustrezno ofiurido, ki ima eno od oblik na sliki 3. Ordinate prese-
CiS¢ s premico = = xg so realne resitve enacbe (5).

Slika 9. Resitev enacb y® = 2a® (levo) in y® - 13y + 12 = 0 (desno) z ofiurido.

Najprej resimo enacbo 3% - 2a® = 0 za a > 0. Njen realni koren je yo =
a¥/2. Tedajjep=0, ¢=-2a>, a=xg in b= -2a. Z ofiurido s konstantama
a in b = —2a tako graficno resimo problem podvojitve kocke. Na sliki 9 levo
je a=|0A'| in a¥/2 = |[A’A|. Tako je, kot kaze, D. Uhlhorn na svojevrsten
nacin resil problem podvojitve kocke.

Podobno resujemo enacbo 3% - 13y + 12 = 0. Za x¢ = 1 dobimo konstanti
ofiuride a = 14 in b = 12 (slika 9 desno).

Neprakticnost take metode resevanja kubi¢nih enacb, ¢esar se je zavedal
D. Uhlhorn, je v tem, da je za vsako enac¢bo treba dolociti konstanti a in b
ofiuride.

Tretjinjenje kota lahko obravnavamo v okviru kubi¢nih enacb. Ce je
namreé¢ a = 3/, velja enakost 4cos® 3 — 3cos f = cosa, kar pomeni, da pri
znanem kotu « Stevilo y = cos § zadosca kubi¢ni enacbi

1
y3—1y—zcosoz=0,

ki je oblike (5) in jo lahko resujemo z ustrezno ofiurido. Dovolj je, da znamo
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to narediti za oster kot a. Tedaj sta cos« in cos 8 s kotoma « in 8 natanéno
dolocena, kar pomeni, da pri izbrani enoti lahko za kot « konstruiramo cos a,
iz dobljenega cos 8 pa kot .

Ofiurida in prepogibanje papirja

Ofiurido (2) preseka premica u, ki ima enac¢bo x = a in poteka skozi A
in A, v tocki T(a,-Va2b) (slika 10). Tedaj je |A'T| = V/a2b. Premica r
je tangenta na parabolo (ogrinjac¢o premic skozi M in tocke na ofiuridi) v
tocki D in poteka skozi M(a +7,0) in T, je pa tudi simetrala daljice AD'.
Iz podobnih trikotnikov OT A’ in TM A’ dobimo 7 = |A’M| = V/ab?.

Ce zrcalimo O ez r, dobimo toéko O* na premici w, ki ima ena¢bo
x = 2a. Premica v, ki ima enacbo y = —b, pa se prezrcali ¢ez r v premico v*,
ki poteka skozi A.

<
,
/-
[RAE o,
7
LS
N -----
v

\

\
\

\
b — -+ —

S

/ \
L — B s el SRR S
=
8

/ = , N
R s R AR S
’ ’

Slika 10. Zrcaljenje ¢ez tangento parabole.

Za konstrukcijo daljice z dolzino Va2b uporabimo tanek prosojen papir
II, na katerem ustvarimo s prepogibanjem med seboj pravokotna prepogiba
x in y, ki se sekata v tocki O (slika 11). Nato naredimo Se prepogiba u in w,
ki sta desno od y oddaljena za a oziroma 2a. Presek med x in u oznac¢imo z
A’. Na u na razdalji b od z oznacimo tocko A, pod x pa naredimo prepogib
v na razdalji b. Nazadnje naredimo prepogib r tako, da O pade v O* na w,
A pav A" nav. Presek premic r in u je tocka T, za katero je |[A'T| = Va2b.
Presek daljice AA* s premico r je tocka M, za katero je |A'M| = Vab?.

Ce vzamemo a za enoto, je |A'T| = /b, ¢e pa izberemo za enoto b, pa je
|A’M| = ¥/a. S tem smo dvakrat konstruirali tretji koren.
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Slika 11. S prepogibanjem papirja do |A'T| = ¥a2b in |A’ M| = ¥/ab2.

Naloga namesto zakljucka

Videli smo, da se z inverzijo na kroznici s srediséem v dvojni tocki ofiuride
le-ta preslika v hiperbolo, ki tudi poteka skozi to dvojno tocko. Na isti
kroznici se hiperbola z inverzijo preslika nazaj v ofiurido, kar je poseben
primer inverzije hiperbole na kroznici, ki ima sredi$¢e na tej hiperboli.

Ce naredimo inverzijo poljubne hiperbole na kroznici, ki ima sredisée na
tej hiperboli, dobimo krivuljo, ki spominja na ofiurido, ni pa nujno ofiurida.
Naloga zahteva poiskati na hiperboli tiste tocke, ki so lahko sredisca kroznic,
na katerih se ista hiperbola z inverzijo preslika v ofiurido. V katerih tockah
hiperbole so tangente pravokotne na eno od njenih asimptot? Ali take tocke
obstajajo za vsako hiperbolo?

LITERATURA

[1] D. Haftendorn, Kurven erkunden und verstehen, Springer Spektrum, Wiesbaden,
2017.

[2] B. von Pape, Von Eudoxus zu Uhlhorn, Books on Demand, Norderstedt, 2019.

[3] M. Razpet in N. Razpet, Prepogibanje papirja, podvojitev kocke in Slusova konhoida,
Obzornik. mat. fiz. 67 (2020), 41-51.

[4] A. A. Savelov, Ravninske krivulje, Skolska knjiga, Zagreb, 1979.

[5] D. Uhlhorn, Entdeckungen in der hhern Geometrie, theoretisch und practisch abge-
handelt, Schulze’sche Buchhandlung, Oldenburg, 1809.

14 Obzornik mat. fiz. 69 (2022) 1
















































NOVE KNJIGE

A. Alarcon, F. Forstneric in F. J. Lopez, Minimal surfaces from a complex
analytic viewpoint, Springer Monographs in Mathematics, Springer, 2021,
430 strani.

Teorija minimalnih ploskev je eno klasic-
nih podroc¢ij matematike, ki se ukvarja
s Studijem ploskev z lokalno najmanjso
povrsino. Zacetnik moderne teorije je bil
Leonhard Euler, ki je leta 1744 dokazal,
da sta edini taki rotacijsko invariantni

ploskvi v R? ravnina in katenoida, to je M|n|ma| Surfaces

ploskev, ki jo dobimo z vrtenjem vijac-

nice okoli abscisne osi. from d complex
V moderni teoriji minimalnih ploskev An g |ytIC VIEWpOInt

se uporabljajo metode iz diferencialne ge-
ometrije, geometrijske teorije mere, par-
cialnih diferencialnih enac¢b in komple-
ksne analize. Metode kompleksne ana-
lize ene spremenljivke so bile s pridom
uporabljene ze v klasi¢ni teoriji pri Stu-
diju ploskev v R3: Weierstrassova repre-
zentacijska formula za primeren par me-
romorfne in holomorfne funkcije lokalno opise vse minimalne ploskve. V
predstavljeni monografiji pa avtorji predstavijo prispevek teorije Oka k Stu-
diju minimalnih ploskev. Gre za homotopski princip v kompleksni analizi,
ki poda resljivost analiticnega nelinearnega problema, kadar ni topoloskih
ovir. Avtorji so v zadnjih desetih letih uporabili teorijo Oka, konveksno
integracijo in metodo sprejev, ki ju je uvedel Mikhail Gromov, ter z njihovo
pomocjo resili precej odprtih problemov v teoriji minimalnih ploskev.

Monografija je namenjena ekspertom s podroéja diferencialne geometrije
in kompleksne analize, pa tudi doktorskim Studentom in raziskovalcem na
sorodnih podrocjih. Napisana je zelo strukturirano, njeni avtorji so znani po
odli¢ni razlagi. Dokazi so ponazorjeni z ilustracijami, ki olajsajo razumeva-
nje tehni¢no zelo zapletenih konstrukcij. Knjiga je opremljena s Stevilnimi
avtorskimi prikazi klasi¢nih primerov minimalnih ploskev.

Prvi dve poglaviji sta uvodnega znacaja. V prvem so predstavljene
osnove realnih in kompleksnih mnogoterosti, s posebnim poudarkom na eno-
razseznih kompleksnih mnogoterostih — Riemannovih ploskvah, na komple-

Springer Monographs in Mathematics

Antonio Alarcén
Franc Forstneri¢
Francisco J. Lopez

@ Springer
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ksni aproksimacijski teoriji in teoriji Oka. Drugo poglavje je pregled osnov
teorije minimalnih ploskev. Povezava med obema podrocjema je posledica
tega, da je realni del holomorfne funkcije harmoni¢na funkcija in obratno,
vsaka harmoni¢na funkcija, ki ima nic¢elne periode, je realni del holomorfne
funkcije. Minimalne ploskve so namre¢ parametrizirane s konformnimi har-
moni¢nimi preslikavami. Naj bo A nicelna kvadrika

A:{(Z17Z2""’Zn)ECR:Z%+Z%+"'+Z72.L:0}.

Pravimo, da je holomorfna imerzija f: M — C" iz odprte Riemannove plo-
skve M holomorfna nicelna krivulja, ¢e v vsaki tocki njen odvod lezi v nicelni
kvadriki. Realni deli holomorfnih ni¢elnih krivulj so konformne minimalne
imerzije. Avtorji so ugotovili, da je prebodena nicelna kvadrika A4\ {0}
mnogoterost Oka, kar jim je omogocilo uporabo homotopskega principa.

V nadaljevanju avtorji predstavijo rezultate, ki so jih razvili s svojimi
sodelavci in Studenti v zadnjih desetih letih: v tretjem poglavju so izpeljani
aproksimacijski in interpolacijski izreki za konformne minimalne imerzije. V
cetrtem poglavju se posvetijo minimalnim ploskvam s kon¢no totalno Ga-
ussovo ukrivljenostjo. V petem poglavju se osredotocijo na Gaussovo pre-
slikavo minimalne ploskve, ki vsaki to¢ki na minimalni ploskvi v R? priredi
normalni vektor.

Riemann-Hilbertov robni problem in njegova uporaba pri konstrukciji
minimalnih in holomorfnih nicelnih krivulj je osrednja tema Sestega po-
glavja. Njegova aproksimativna reSitev omogoca konstrukcije z natancéno
kontrolo lege roba. Pravimo, da je ploskev M v R™ kompletna, ¢e je dolzina
vsake poti v M, ki zapusti katero koli kompaktno mnozico v M, neskoncna.
Tema sedmega poglavja je problem Calabi-Yau v teoriji minimalnih ploskev:
to je vprasSanje, katere odprte Riemannove ploskve dolo¢ajo kompleksno
strukturo kompletnih omejenih minimalnih ploskev v R3. Konéna Rieman-
nova ploskev je kompaktna Riemannova ploskev z robom, ki je sestavljen
iz kon¢nega Stevila gladkih sklenjenih krivulj. V osmem poglavju avtorji
z uporabo Riemann-Hilbertove metode konstruirajo kompletne prave kon-
formne minimalne imerzije iz konénih Riemannovih ploskev v minimalno
konveksne domene v R™. Minimalno konveksne domene so posploSitev kon-
veksnih domen in so definirane s primernimi funkcijami iz¢érpanja. Delijo
si nekatere lastnosti s psevdokonveksnimi domenami v C*. V devetem po-
glavju se posvetijo Studiju minimalnih ogrinja¢ z uporabo metod kompleksne
in funkcionalne analize.

Barbara Drinovec Drnovsek
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Osemindvajseto mednarodno tekmovanje Studentov matematike

Slika 4. Ekipa Fakultete za matematiko in fiziko po zakljucku drugega tekmovalnega dne.

Pogosto so naloge sestavljene zelo dobro, tako da preverjajo razumevanje
snovi in koncepte reSevanja matematicnih nalog, oziroma Ze razumevanje,
kaj navodilo naloge sploh pomeni. Taka je bila tudi najlazja naloga obeh
dni.

Naloga 1. Naj bo A realna n x n matrika, za katero velja A% = 0.
(a) Dokazite, da enacbo
X+AX +XA*=A

reSi enoliéna realna n X n matrika X.

(b) Izrazite X z A.

Resitev. Navajeni smo, da se enoli¢nost dokazuje na nacin, da predpo-
stavimo dve resitvi ter pokazemo, da sta enaki. V tem primeru naj torej
poleg matrike X enacbo resi tudi matrika Y. No, ta pot nas ne privede
skoraj nikamor. Tako se za¢nemo igrati in osnovno ena¢bo mnozimo z raz-
liénimi potencami matrike A, vCasih z leve, v¢asih z desne. Tako dobimo
recimo

A2 X + AX + XAYA? = A2X A% + ABX A% + A2X A* = A2X A%,

Upostevamo seveda, da je A% = 0 in zato tudi A* = A% = 0. Zato je desna
stran enacbe enaka A% - A- A% = A° = 0, torej smo dobili A2X A% = 0.
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Podobno dobimo

A2X = AAX +AX + XAH = A3 =0

AXA=AX +AX + XAHA=43=0
XA?= (X +AX + XAHA2 =A% =0
AX = A(X + AX + X A?%) = A%

Sledi
X=A—AX — XA2 = A — A2

Videti je, kot da smo resili tocko (b) naloge, saj imamo X izrazen z A. Vsaj
tako je menilo kar precej studentov. Pravzaprav pa smo resili tocko (a),
namrec, predpostavili smo, da obstaja X, ki resi enac¢bo, in ugotovili, da bi
moral biti oblike X = A — A%2. Ce torej resitev obstaja, je ena sama. Za
tocko (b) moramo le Se preveriti, da tako izbran X res ustreza enacbi, kar
enostavno vidimo, saj je res

(A—A%) + A(A—- A%) + (A—-AHA? = A.

Druga resitev. Sicer podobna, a le malo drugacna resSitev, najprej pre-
oblikuje osnovno enacbo:

X=A-AX — XA%.

Sedaj tako izrazen X vstavimo v desno stran enacbe, upostevamo A3 = 0
in nadaljujemo:
X=A-AX — XA?

=A-AA-AX — XA%) — (A—-AX — XAHA?

=A— (A% - A?X — AXA?) — (A% — AX A% — X AY

= A— A%+ A2X + 24X A?

=A— A%+ A%(A - AX — XA?) +24(A - AX — X A%)A?

= A— A%+ (A% — A3X — A’X A?) 4+ 2(A* — A2X A? — AX AY)

= A— A% —3A°X A*

=A—A? —3A%(A - AX — X A*)A?

= A— A% -3(A° - A3X A% - A2X AY)

= A A%
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Tudi v tem primeru moramo preveriti, da je tako izrazen X res reSitev
osnovne enacbe.

Tretja resitev. Opazimo, da velja (I — A+ A%)-(I+ A) = I. Ce osnovno
ena¢bo pomnozimo z (I — A + A?) z leve, dobimo

X+ (T -A4+AHYXA?=(T—-A+A%)A=A—- A% (1)

Od tod (z mnozenjem z A% z desne) dobimo X A% = 0, kar enacbo (1)
spremeni v X = A — A%, Spet moramo preveriti, da je to res resitev.

Kombinatorika in verjetnost sta eni izmed podrocij, iz katerih so lahko
naloge na tem tekmovanju, vendar pa se redko pojavijo. Tokrat je bila v
reSevanje ponujena naslednja verjetnostna naloga.

Naloga 2. Naj bosta n in k naravni stevili in naj bo a poljubno nenega-
tivno celo Stevilo. Naklju¢no izberemo k-elementno podmnozico X mnozice
{1,2,...,k + a} tako, da je vsaka k-elementna podmnozica izbrana enako
verjetno (torej jo izberemo enakomerno), in podobno (spet enakomerno),
neodvisno od izbrane podmnozice X, naklju¢no izberemo n-elementno pod-
mnozico Y mnozice {1,...,k+n+ a}.

Dokazite, da je verjetnost

P ( min(Y) > max(X))

neodvisna od izbrane vrednosti parametra a.
Resitev. Najprej opazimo, da je Stevilo vseh moznih izbir podmnozic

(X, Y) enako (k:—]i;a) . (k—i—z—i—a)

Ce zelimo, da je min(Y') > max(X), izberemo n+k stevil izmed n+k+a,
k manjsih Stevil razglasimo za mnozico X in n vec¢jih za Y. Torej je ugodnih

izbir za podmnozici X in Y (":_lfkra) Tako je iskana verjetnost enaka

(e
(k—l:a) . (n+k+a) (n—l—k)

n n

(preverimo tako, da binomske koeficiente razpisemo in pokrajsamo dobljene
ulomke).

Tako izracunana verjetnost je neodvisna od a.

Druga resitev. Ce se nekaj da resiti enostavno, se zagotovo da tudi
zakomplicirati. Tako je veliko Studentov razmisljalo zaporedno: najprej
izberemo Stevila v X, kakorkoli Ze, nato pa Stevila v Y izbiramo izmed
tistih, ki so ve¢ja od najvecjega v X. Torej moramo lo¢iti primere, koliko je
najvecje stevilo v mnozici X. Ce je to stevilo m, potem za X (poleg njega)
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izberemo Se k — 1 Stevil izmed Stevil od 1 do m — 1, za Y pa izberemo n
gtevil izmed m + 1,m + 2,...,k +n + a. Torej imamo (72__11) . (H"fla_m)
ugodnih izbir za X in Y, pri katerih je najvecje Stevilo v. X enako m. Da
dobimo vse mozne ugodne izbire, samo Se seStejemo po m:
’fi <m—1) | <k+n+a—m>
= \k—1 n )
Kombinatori¢no zZe znamo sesteti to vsoto, saj prestevamo vse n + k velike
podmnozice mnozice z k + n + a elementi (pri ¢emer v vsoti lo¢imo, katero
vrednost zavzame k-to Stevilo). Vendar bi v tem primeru razmislek naredili
kot v prvi resitvi. Alternativa je, da se vsote lotimo racunsko. Tako sedaj
sledijo trije nacini, kako sesteti to vsoto. Vse tri so uporabili Studenti. Vsi
trije so napacni. Pozoren bralec bo napake zagotovo odkril sam.

Prvi nacin. Seveda lahko preverimo, kaj se zgodi pri a = 0. Vsota je
enaka le enemu ¢lenu, torej

’“il <m—1>'<k+n+a—m> - <k—1>‘<k+n—k) ,
= \k—1 n k-1 n ’
kar pomeni, da je

1 1

P rin) > mes(30) = Ty ) = 7

Ker v rezultatu ne nastopa a, je iskana verjetnost neodvisna od a.

Drugi nacin. Ce nekaj velja za vse a, je mozno poskusiti tudi indukcijo.
Poskusov na to temo je bilo veliko. Vsem je skupno to, da izraz za a + 1
preoblikujejo (recimo, uporabijo Pascalovo enakost za binomski koeficient),
nato pa bodisi nekaj spregledajo bodisi nekaj opazijo, kar ne drzi in kar
jih pripelje do zZelenega rezultata. Podrobnosti spustimo, podoben sistem
reSevanja si oglejmo v naslednjem nacinu.

Tretji nacin. Ta je Se posebej inovativen. Najprej naredimo malce dru-
gacCen razmislek, kako izberemo obe ugodni mnozici. Izbrali bomo k Stevil
izmed prvih m ter n Stevil izmed zadnjih k£ +n+ a —m, torej je treba sesteti

S

Stevilni se spomnimo enakosti

> (") = ()
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ki je (pri verjetnosti) povezana s hipergeometrijsko porazdelitvijo, ima pa
tudi posebno ime: Vandermondeova enakost (uporabljene ¢érke so nerodne,
vendar je to to¢no oblika, kot je na Wikipediji). Namesto n raje pisimo
t — m in seStevajmo po j, da dobimo

= (1(5)-0)

AN r
sedaj pa lahko preimenujemo spremenljivke in dobimo (m — k + j, r — a,
t — k +n+ a, e vedno sestevamo po j):

z“: (k+j) (k+n+a—(k+j)> _ <k+n+a>
o\ J a—7 a
torej smo dobili vsoto
i(k—i—j) (n+a—j> B <k+n+a>
=\ J a—7 a
Za novo spremenljivko m = j + k dobimo
% m n+a—-m+k\ (k+n+a
m—k a—m+k N a )
m=k
g‘f <m> <n—|—a—m—|—k> B (k‘—i—n—i—a)
= k n a
Spet smo pravilno resili nalogo: ko pokrajsamo vse ¢lene, je konéni rezultat
neodvisen od a.
Zanimivo, kako se pogosto dve napaki ravno pokrajSata, da dobimo pravi
rezultat.

Se ¢cetrti nacin. S tem je bilo sploh veliko problemov pri ocenjevanju.
Namrec¢, zelo veliko Studentov je zapisalo, da je

%‘ (Z—_D ' (k:+n—7|;a—m> _ <k+z+a>

m=k

Oziroma

po znani formuli. Kateri, niso zapisali. Komisija se je strinjala, da so verje-
tno nekateri Studenti res ze slisali za ustrezno enakost (predlozen je bil celo
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ucbenik kombinatorike, kjer je ustrezna enacba dokazana na sedmi strani,
pred Vandermondovo). Kako lo¢iti med tistimi, ki to enakost poznajo, in ti-
stimi, ki je ne, je ostalo neodgovorjeno vprasanje. Tako pri vsej objektivnosti

ocenjevanja s tremi ocenjevalci vsakega izdelka Se vedno ostaja subjektivni
del.

Naslednja naloga is¢e dobra zaporedja.

Naloga 3. Recemo, da je pozitivno realno stevilo d dobro, ¢e obstaja
zaporedje a1, az,as, ... € (0,d), tako da za vsak n tocke ay, ..., a, razdelijo
interval [0, d| na podintervale dolzine najve¢ 1/n. Dolocite

sup {d ‘ d je dobro}.

Resitev. Naj bo d* = sup{d | d je dobro}. Pokazali bomo, da je
d* = In(2) = 0,693 (kar je recimo veé kot %, kar je kot zgornjo mejo naslo
kar nekaj tekmovalcev).

(a) d* <In2:

Naj bo d dobro §tevilo in naj bo ai,as,... ustrezno zaporedje za to
stevilo. Vemo, da vsako kon¢no zaporedje ay, ..., a, razdeli interval [0, d]
na n + 1 delov z dolzino najve¢ 1/n. Naj bodo 0 < ¢ < ly < -+ < {1
dolzine teh intervalov. Za vsak k =1,...,n velja, da ko dodamo naslednjih
k clenov zaporedja, torej ani1,...,an1k, vsaj n + 1 — k intervalov ostane
nespremenjenih in imajo torej nespremenjene dolzine. Torej mora veljati
bn1-k < 737> 7ato pa je

1 1 1
= < — = 2
d=bi+ 1 S oot o e (2)

Ko posljemo n — oo, desna stran konvergira k In(2), od koder dobimo zeleno
neenakost d < In(2).

(b) d* > In2:

Najti moramo zaporedje a;, ki ustreza pogoju o delitvi intervala (0, d)
in za katerega je sup a; = In 2. Opazimo

n

In2=In2n—Inn = Z(ln(n+i) —In(n+i—1))
i=1

_Zln< n+1—1>
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Ideja je, da clene vsote enacimo z dolzinami intervalov, ki jih dobimo, ¢e
v interval (0,In2) dodamo n — 1 tock. Seveda velja tudi, da je najvecja
dolzina enaka In(1 + 1/n), kar je manj od 1/n.

Ko v interval dodamo Se eno tocko, razbijemo najdaljsi interval na
dva manjSa kosa, tako da v vsoti ¢len In(1 + 1/n) nadomestimo z vsoto
In(14+1/(2n)) in In(1+1/(2n + 1)), saj je

m(1+—)4mm(14—)=m(1+2
. 2n . o2n +1 - nj)’

Tako dobimo postopek dodajanja tock. Za n = 2 dobimo prvo tocko,
a1 = In 2 in interval (0, In 2) razpade na dva intervala, (0,In3) in (In 3, In2).
Vzamemo veéjega, vanj dodamo tocko tako, da se interval dolzine ln%

razbije na dva kosa, dolga ln% in lng, torej je as = ln%. Nato inter-
val dolzine ln% razbijemo na dva z dolzinama ln% in In %, tako je recimo
a3 = In3 + ln% = lng. Na isti na¢in dobimo a4 = lm%7 as = ln%,
agzln%, a7:ln1§5, as :ln%,....

Za konec pa najlepsa naloga. Zakaj najlepsa? Recimo, ker je kratka, z
enostavno formulacijo, ki jo lahko razume tudi marsikateri nematematik:

Naloga 4. Koliko najve¢ enotskih vektorjev lahko izberemo v R", da
bosta med poljubnimi tremi izmed njih vsaj dva pravokotna?

Kot informacija: z nalogo je povezan Paul Erdos.

Namigi. Resitev je seveda 2n. Izberemo lahko dve razli¢ni ortonormirani
bazi, vsaka ima n vektorjev, in ko izberemo tri, sta zagotovo dva iz iste baze
in torej pravokotna. Naloga je torej pokazati, da ne moremo imeti 2n + 1
takih vektorjev. Ko pogledamo Gramovo matriko teh vektorjev, ugotovimo,
da je z njo nekaj narobe. Kaj to¢no, lahko poskusite premisliti sami.

Se informacija: na tekmovanju je bil dosezen povprecen rezultat pri prvi
nalogi 6,5, pri drugi 4,7, pri tretji 1,1 in pri ¢etrti 0,04 tocke, od 10 moznih.
Zmagovalec je imel 70 tock od 80 moznih, pri ¢etrti nalogi je dobil 0 tock.

Kogar zanima uradna reSitev zadnje naloge ali pa bi se rad poskusil v
reSevanju Se kaksne naloge s tekmovanja, si jih lahko ogleda na prej omenjeni
internetni strani tekmovanja www.imc-math.org.uk.

28. tekmovanje je bilo kar se tice tekmovalnega uspeha za nase studente
res popolno, kot je 28 popolno Stevilo. Vseeno na podoben uspeh upamo
prej kot ¢ez 468 let.

Gregor Sega
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