
• Mednarodna matematična olimpijada 2021

• Nejc Amon, Lovro Drofenik in Jaka Vrhovnik iz I. gimnazije v Celju,

• Juš Kocutar z II. gimnazije Maribor, 

• Lana Prijon z Gimnazije Bežigrad 

• Gal Zmazek z Gimnazije Ptuj

Nejc in Lovro osvojila bron, Jaka in Juš pohvalo. Čestitke!





IMO 2021, naloga 1:
Naj bo 𝑛 ≥ 100 celo število. Ivan je napisal vsako od števil 

𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… , 2𝑛
na svojo karto. Nato je teh 𝑛 + 1 kart premešal in jih razdelil na 
dva kupa. Dokaži, da sta vsaj v enem kupu taki dve karti, da je 
vsota njunih števil popoln kvadrat.



Poseben primer: 
n=100, na kartah so števila 100, 101, …, 200.
Zmešamo in naredimo 2 kupa (različnih velikosti).

Najmanjša možna vsota dveh števil je 201, največja 399.
Možni kvadrati vmes so 225, 256, 289, 324 in 361.
Kako vemo, da sta na enem kupu zagotovo 2 karti s tako 
vsoto?

Namig: opazujmo števila 126, 163, 198.
126 + 163 = 289 = 172,
126 + 198 = 324 = 182,

163 + 198 = 361 = 192.
Po principu golobnjaka bosta vsaj 2 od teh 3 števil na enem 
kupu. Torej en kup gotovo vsebuje par, da je vsota popoln 
kvadrat.



Ideja: Za dani 𝑛 ≥ 100 iščemo števila 𝑎, 𝑏, 𝑐, da velja
𝑛 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 ≤ 2𝑛

in 
𝑎 + 𝑏 = 𝑥2

𝑎 + 𝑐 = 𝑦2

𝑏 + 𝑐 = 𝑧2

(torej je 𝑥2 < 𝑦2 < 𝑧2).

Ali so lahko 𝑥, 𝑦, 𝑧 celo zaporedna števila? 
Ker je 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 sodo, mora biti v tem 
primeru 𝑦 sodo, 𝑥, 𝑧 pa lihi.

𝑎 + 𝑏 = 𝑥2 = 2𝑘 − 1 2

𝑎 + 𝑐 = 𝑦2 = 2𝑘 2

𝑏 + 𝑐 = 𝑧2 = 2𝑘 + 1 2



Iz sistema
𝑎 + 𝑏 = 2𝑘 − 1 2

𝑎 + 𝑐 = 2𝑘 2

𝑏 + 𝑐 = 2𝑘 + 1 2

lahko izrazimo števila 𝑎, 𝑏, 𝑐 s parametrom 𝑘:

𝑎 = 2𝑘2 − 4𝑘
𝑏 = 2𝑘2 + 1
𝑐 = 2𝑘2 + 4𝑘

Zgled: 𝑘 = 9 da števila 𝑎 = 126, 𝑏 = 163, 𝑐 = 198, ki smo jih 
srečali že prej. 

Za zaključek zadošča dokazati, da za vsak 𝑛 ≥ 100 obstaja tak 
𝑘 ≥ 9, da so števila 𝑎, 𝑏, 𝑐 na intervalu med 𝑛 in 2𝑛.



• Baza indukcije: Za 𝑛 = 100 je ustrezen 𝑘 = 9.

• Indukcijski korak: 
Naj za neki 𝑛 ≥ 100 obstaja ustrezen 𝑘 ≥ 9.
Vemo, da števila 

𝑎 = 2𝑘2 − 4𝑘
𝑏 = 2𝑘2 + 1
𝑐 = 2𝑘2 + 4𝑘

ležijo med 𝑛 in 2𝑛.
• Če je 𝑛 + 1 < 2𝑘2 − 4𝑘, potem je isti 𝑘 ustrezen tudi 

za 𝑛 + 1.
• Če je 𝑛 + 1 = 2𝑘2 − 4𝑘, potem namesto 𝑘 vzamemo 
𝑘 + 1 in preverimo veljavnost neenakosti:

𝑎′ = 2 𝑘 + 1 2 − 4 𝑘 + 1 ≥ 𝑛 + 1
𝑐′ = 2 𝑘 + 1 2 + 4 𝑘 + 1 ≤ 2 𝑛 + 1

QED.



IMO 2021, naloga 5: Glej aktualno številko revije Presek.


